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ДОСЛІДЖЕННЯ ЗАЛИШКОВИХ НАПРУЖЕНЬ, ДЕФОРМАЦІЙ  
ТА ПЕРЕМІЩЕНЬ ПРИ ІНДУКЦІЙНОМУ НАПЛАВЛЕННІ 
ТОНКИХ ЕЛЕМЕНТІВ КОНСТРУКЦІЙ З УРАХУВАННЯМ 
КОМБІНОВАНОГО ЕКРАНУВАННЯ ТЕПЛОВИХ  
ТА ЕЛЕКТРОМАГНІТНИХ ПОЛІВ 
 
Запропоновано математичну модель для визначення полів залишкових напружень, деформацій та 
переміщень, які виникають у процесі індукційного наплавлення тонких сталевих дисків 
порошкоподібними твердими сплавами з використанням комбінованого екранування теплових та 
електромагнітних полів. Модель побудовано на основі припущення, що основними причинами виникнення 
полів залишкових напружень, деформацій та переміщень є різні механічні та теплофізичні 
характеристики основного і наплавлюваного металів  і в процесі наплавлення здійснюється тільки 
пружне деформування. Використано рівняння теорії тонких пластин. Отримано аналітичні розв’язки, 
які дозволяють визначати залишкові переміщення, напруження та деформації при індукційному 
наплавленні тонких сталевих дисків в залежності від геометричних розмірів диска і наплавлюваного 
шару, а також механічних та теплофізичних їх характеристик. 
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INVESTIGATION OF THE RESIDUAL STRESSES, DEFORMATIONS, 
DISPLACEMENTS UNDER INDUCTION SURFACING  
OF THE THIN CONSTRUCTION PARTS TAKING INTO ACCOUNT 
THE COMBINED SCREENING OF THE THERMAL  
AND ELECTROMAGNETIC FIELDS 
 
Mathematic model for finding residual stresses fields, deformations and displacements appeared under 
induction surfacing of the thin steel disks by the powder-like hard alloys using the combined screening of the 
thermal and electromagnetic fields was proposed. The model is built basing on the assumption that the main 
reasons of the residual stress fields, deformations and displacement appearance are different mechanical and 
thermophysical characteristics of the basic and surfacing metals and the fact that while surfacing only elastic 
deformation is available. The equations of the thin plates theory are used. Analytical solvings, which made 
possible to identify the residual displacements, stresses and deformations under induction surfacing of thin steel 
disks depending on the geometric dimensions of the dish and surfacing layer, as well as the mechanical and 
thermal-physical characteristics, are obtained. 
 
Залишкові напруження і переміщення, які виникають після наплавлення тонких 
елементів конструкцій, зумовлені різними причинами. Перш за все це відмінність 
механічних і теплофізичних властивостей матеріалів основного і наплавлюваного 
металів, зокрема коефіцієнтів температурного розширення αТ, і несиметричність 
процесу наплавлення відносно серединної площини диска. 
Проблемам теоретичного визначення залишкових деформацій, переміщень і 
напружень, які виникають в результаті наплавлення кромок тонких пластин або 
зварювання, присвячено ряд досліджень [1-13]. Основною особливістю робіт [1, 4, 6] є 
те, що в них розглянуті прямокутні пластини з прямолінійною кромкою. В роботах [1, 
4, 7] запропоновані числові методи розрахунків зварних деформацій і напружень на 
основі загальних фізичних співвідношень термопластичності і повзучості, при цьому не 
враховані згинаючі деформації в пластинах. 
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В роботі [2] запропоновано інженерну методику визначення осесиметричних 
залишкових напружень у круглому диску, зовнішня кромка якого наплавлена 
рівномірно по всій товщині і довжині. 
Інженерна методика, яка базується на методі розділу тіла з залишковими 
напруженнями, запропонована в роботі [6] для визначення залишкових деформацій і 
напружень в довгій пластині з наплавленою кромкою. В ній не враховано різні 
механічні і теплофізичні властивості матеріалів основного і наплавлюваного металів. В 
роботі [5] вивчено механізм утворення залишкових напружень, деформацій і 
переміщень в пологій конічній оболонці за рахунок інтенсивного нагрівання її 
зовнішнього контуру. Для визначення полів залишкових напружень і переміщень  
використано деформаційну теорію пластичності і, зокрема, теорему про розвантаження 
у випадку, коли індуктор вільний від допоміжних засобів керування тепловим та 
електромагнітним полями. Результати можна використати для моделювання полів 
залишкових напружень і переміщень, які виникають після наплавлення контура 
деталей типу пологих конічних дисків. Ці дані неможливо використати для 
моделювання процесу наплавлення плоских дисків внаслідок ряду прийнятих 
припущень (постійності температури по товщині, плоского напруженого стану і 
неврахування неоднорідності конструкції в зоні наплавлення).  
З цією метою, а саме – моделювання процесу наплавлення для визначення полів 
залишкових напружень, деформацій та переміщень, які виникають в процесі 
наплавлення тонких дисків і отримання виробів з заданими геометричними та 
експлуатаційними характеристиками з використанням нагрівальної системи ІТЕЕ 
(індуктор, тепловий та електромагнітний екрани), необхідно було розробити адекватну 
математичну модель яка описана нижче. 
 
1 Постановка задачі індукційного нагрівання тонкостінних елементів 
конструкцій  
В процесі індукційного наплавлення робочої кромки тонких дисків стійкими 
проти спрацювання порошкоподібними твердими сплавами в готовій деталі виникають 
залишкові напруження та деформації. Їх виникнення зумовлене різними причинами. 
Першою і найважливішою є та, що матеріали основного і наплавлюваного металу 
мають різні механічні і теплофізичні властивості і, перш за все, коефіцієнт 
температурного розширення Т та несиметрія розташування наплавленого шару 
відносно серединної площини диска. 
Другою важливою причиною є виникнення в процесі наплавлення незворотних, 
зокрема пластичних, деформацій, які теж спричиняють виникненню залишкових полів 
напружень і деформацій. Існують і інші причини, такі, як структурні перетворення, 
виникнення внутрішніх напружень в процесі кристалізації наплавленого металу тощо, 
але можна припустити, що перші дві є основними. 
Для того, щоб створити адекватну математичну модель процесу, розглянемо 
спочатку особливості його протікання. Нагрівання системи «основний метал - шихта» 
здійснюється з допомогою двохвиткового кільцевого індуктора. 
В результаті дії струмів Фуко, які виникають між основним металом і індуктором, 
метал нагрівається від початкової температури до температури плавлення шихти. 
Шихта розплавляється від поверхні основного металу за рахунок процесів 
теплопровідності. Після повного розплавлення шихти індуктор вимикають від джерела 
живлення і деталь остигає, причому остигання здійснюється, як правило, за рахунок 
конвективного теплообміну із зовнішнім середовищем. На етапі нагрівання аж до 
повного розплавлення шихти можна вважати, що деформується тільки основний метал, 
оскільки в шихті або в розплаві не виникають напруження або деформації, які б 
впливали на процес деформування основного металу. Тому на цьому етапі можна 
розв’язувати задачу термопружності тільки для основного металу диска. 
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Після вимкнення індуктора починається охолодження системи «основний метал - 
розплав» і здійснюється процес кристалізації розплаву. 
Процес кристалізації досить складний і починається він в тих точках розплаву, в 
яких здійснюється максимальна тепловіддача. Очевидно, що кристалізація починається 
на поверхні  розплаву і в міру остигання поширюється вглиб його. Внаслідок фізичних 
процесів, що супроводжують кристалізацію (наприклад, зміна об’єму) в 
кристалізованому матеріалі виникають внутрішні напруження , якими на першому 
етапі будемо нехтувати. Шляхом термодифузії кристалізований метал розплаву 
з’єднується з основним металом за допомогою тонкого перехідного шару, а далі 
здійснюється спільне деформування системи «основний і наплавлений метал». 
Оскільки процес кристалізації здійснюється в певному інтервалі температур, то 
існує деяка температура, починаючи з якої можна вважати, що кристалізований 
наплавлений шар стає твердим деформівним, пружним або пружно-пластичним тілом. 
Ця температура звичайно нижча від температури плавлення шихти, позначимо її надалі 
Тд. При моделюванні спільного деформування основного металу і наплавленого шару 
будемо нехтувати наявністю тонкого перехідного шару, теплофізичні і механічні 
властивості якого відрізняються від характеристик як основного металу, так і 
наплавленого шару. Між основним металом і наплавленим шаром будемо приймати 
наявність ідеального термомеханічного контакту. 
Отже, на другому етапі можна вважати, що в початковий момент вільне від 
зовнішнього навантаження і нагріте до постійної температури Тд кільце наплавлю -  
вального  матеріалу з’єднується з диском основного металу, в якому існують початкові 
напруження і деформації, що виникли за рахунок попереднього індукційного 
нагрівання, причому температура диска в зоні з’єднання теж постійна і дорівнює Тд. 
 
2 Математична модель деформування тонкостінних елементів конструкцій у 
процесі їх індукційного наплавлення 
Будемо вважати, що основними причинами виникнення залишкових напружень, 
деформацій та переміщень в диску і наплавленому шарі є відмінність коефіцієнтів 
температурного розширення і модулів Юнга основного і наплавленого металів та 
несиметрія розташування наплавленого шару відносно серединної площини диска. 
Таке припущення виникло після зроблених замірів переміщень у наплавленому і 
ненаплавленому дисках, нагрітих за однаковими режимами. Результати, одержані 
згідно з математичною моделлю, побудованою з допомогою вказаного вище 
припущення, адекватні одержаним експериментальним даним: переміщення, одержані 
теоретично, добре узгоджуються з експериментальними. Теоретично доведена 
неможливість виникнення тріщин в наплавленому таким способом диску, що 
підтверджується експериментально. 
Використаємо рівняння теорії тонких пластин, в яких для розподілу деформацій 
по товщині пластин справедлива гіпотеза Кірхгофа-Лява. Тоді основні рівняння для 
вільного від силового навантаження кільцевого диску, віднесеного до циліндричної 









dM 121  . 
Геометричні співвідношення згідно з гіпотезою Кірхгофа-Лява будуть: 
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Фізичні залежності в кожній точці диска з основного матеріалу будуть: 
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Фізичні залежності (в узагальнених напруженнях і деформаціях) без врахування 
наплавлюваного шару для довільного поперечного перерізу в припущенні, що 









































zdzM   з використанням (5), такі: 
















































Тут Е0, 0 – модуль Юнга і коефіцієнт температурного розширення основного 
матеріалу,  – модуль Пуассона, Т0 – початкова температура диска. 
Вважаємо, що в довільний момент нагрівання або остигання температура в будь-
якому перерізі постійна по товщині і диск вільно спертий по контуру внутрішнього 
отвору з радіусом r1. Зовнішній радіус диска r2 (рис. 1). Тоді граничні умови в будь–
який момент часу такі: 
r = r1; N1 = 0; M1 = 0; w = 0;      (7) 
r = r2; N1 = 0; M1 = 0. 
Знайдемо розв’язок задачі для першого етапу нагрівання, коли нагрівається тільки 
диск з основного металу, а наплавлений шар відсутній. 
Зауважимо, що в даній моделі ми не розв’язуємо задачі теплопровідності, а 
будемо апроксимувати температурне поле в диску для цього моменту часу деякою 









 ,  r1  r  r3 
011 )( TrT  ,    r3  r  r2      (8) 
дозволяє з достатньою точністю апроксимувати знайдений експериментальний закон 
розподілу температури в диску для цього моменту часу, коли наплавлений шар 
затвердне, тобто температура Т01 = 700С,  при коефіцієнті градієнтності  = 0,35. 
Надалі врахуємо також, що добуток параметрів E0α0 для певних інтервалів зміни 
температур можна з незначною похибкою вважати сталою величиною. Наприклад, для 
сталі Ст3 E0α0 ≈ 0,25, для порошкоподібного сплаву ПГ-С1 (сормайту) Eнαн ≈ 0,3. 
(5) 








Рисунок 1 - Фрагмент диска до і після наплавлення – а); елемент диска в зоні наплавлення з 
позначеннями напружень, зусиль і моментів, які діють на нього – б). 
 
Незалежними від температури для цих інтервалів будемо вважати також значення 
коефіцієнта Пуассона . Ці факти значно полегшують розв’язок задачі. 
Дійсно, тоді співвідношення (6) запишемо у вигляді  









































































































































































Враховуючи тепер, що E0α0 = const, і підставивши ці вирази у рівняння рівноваги 
(1), отримаємо рівняння для визначення функцій U  і  : 
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де позначено 01
*
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rB 21  .          
Підставляючи (12) у вирази для зусиль і моментів (10) та задовольняючи 
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Зауважимо, що якщо покласти в формулах (13) T r1
( ) ( )  рівною деякій константі, 
то отримаємо N N1
0
2




0 0( ) ( )  . Це означає, що якщо нагріти кільце до постійної по товщині і вздовж 
радіуса температури Т10, то точки диска отримають радіальне переміщення 
 0100
0
)( TTrrU  ,         (14) 
і при цьому напруження у всіх точках диска відсутні. 
На другому етапі вважаємо, що кільце з наплавлюваного матеріалу, нагріте до 
постійної температури Тд, з’єднується з диском з основного металу, який в зоні 
з’єднання r3  r  r2 теж нагрітий до постійної температури Тд. Розподіл температури в 
диску в момент з’єднання описується формулою (8), в якій Т01=Тд-Т0. Напружений і 
деформований стан в диску в цей момент описується формулами (13), оскільки 
внутрішні напруження в кільці в момент з’єднання відсутні. В результаті зміни 
температурного поля внаслідок остигання здійснюється деформування такої 
неоднорідної пластини – диска з основного металу і з’єднаного з ним кільця з 
наплавлюваного матеріалу. 
Отримаємо систему рівнянь для знаходження полів додаткових напружень і 
переміщень неоднорідної конструкції, які виникають в результаті зміни 
температурного поля при остиганні. Зауважимо, що при отриманні фізичних 
залежностей необхідно температурні деформації відраховувати від температури Т1(r), 
яка була в конструкції на момент затверднення наплавлювального шару і його 
з’єднання з основним металом . Тоді фізичні залежності в основному металі і в 
наплавленому шарі будуть такими: 










 ;      (15) 
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hZh  , 








 ;     (16) 











де  Eн і н - модуль Юнга і коефіцієнт лінійного температурного розширення 
наплавленого матеріалу, T(r) - розподіл температури (постійної по товщині довільного 
перерізу) в довільний момент остигання. Вважається, що модулі Пуассона основного і 
наплавленого матеріалів однакові. Фізичні залежності (15), (16) справедливі в області 
наплавлення 3 2r r r  . В зоні 1 3r r r   справедливі залежності (15). 
Інтегруючи фізичні залежності (15), (16) по товщині пластини у відповідності з 


















































































dzzdzM , а також 
враховуючи, що співвідношення Кірхгофа-Лява (2) справедливі для всього пакету 
неоднорідної пластини, отримаємо наступні фізичні залежності в зоні 3 2r r r  . 




1  ;     (17) 




2  ; 
     TDDDM TNMM 201021
)2()2(
1  ; 




2  . 
У формулах (17) введено позначення: 
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;    1’HNMT DD . 
В області 1 3r r r   фізичні залежності мають вигляд: 




1  ; 
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1   MDM ; 
 12
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DM ;      
)1(
0
)1( )1( NT DD   .    (21) 
Співвідношення (20) отримуються з (17) при 0  . 
Зауважимо, що в формулах (17)-(21) і надалі всі величини в області 1 3r r r   
позначені індексом (1) і в області 3 2r r r   - індексом (2) відповідно.  
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Враховуючи фізичні залежності  (17) і (20), можна отримати наступні рівняння в 
переміщеннях: 
- в зоні 






























































де введено позначення: 
DDD NTU
)1()1()1(
 ;    /)(
*)2()2()2(
NMTMTU DDDDD ;    (24) 
 /)( )2()2(* NMTNT DDDDD ; 
)2()2()2(
NMMN DDD  . 
Загальний розв’язок системи рівнянь (22) і (23) записується аналогічно (12) з 
різними константами в різних областях. 
Для визначення восьми постійних інтегрування використовуємо наступні граничні 
умови і умови неперервності при переході через контур r = r3. 
0)( 1
)1(
1 rN ;  0)( 1
)1(
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1 rMrM   
0)( 2
)2(
1 rN ; 0)( 2
)2(
1 rM . 
Визначаючи постійні інтегрування з умов (25) і опускаючи громіздкі 
перетворення, приведемо остаточні розв’язки для кожної із зон. 
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    (28) 
   ;~ 22232)2(21232)1( rraDrraDD NNN   
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   ;~ 22232)2(21232)1( rraDrraDD MMM   
 ;~ 22231 rraDD NMNM   
.
~~~~ 2
NMMN DDD   
Інтегруючи рівняння (4) в кожній із зон і задовільняючи умову рівності нулю 
прогинів на контурі r = r1 , а також неперервність прогинів при переході через контур r 
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   
 
Аналіз отриманих результатів показує, що якщо T*(r)  0, то всі  розв’язки 
нульові. Це означає, що якщо ),r(T)r(T 1  то потрібно користуватися розв’язком 
(13), а розв’язки (26)-(29) при довільному T*(r)=T(r)–T1(r) характеризують додаткові 
зусилля, моменти і переміщення, що виникають в неоднорідній пластині за рахунок 
відхилення  температурного поля від поля ).r(T1  Отже, розв’язок задачі при 
довільному кінцевому розподілі температури )r(T  в деталі отримується в результаті 
сумування останніх двох розв’язків (13) і (26)–(29) відповідно. 
В частковому випадку , коли нас цікавлять результати при повному остиганні 
деталі до температури 0T , в формулах (26)-(29) потрібно покласти T
*(r)= –T1
*(r) (див. 
(18), (11)).  
Отримаємо формули для обчислення напружень в довільній точці пластини. 
Напруження, що виникають на першому етапі нагрівання визначаються за формулами 
(5), в яких деформації обчислюються за формулами (2), де деформації і зміни кривин 
серединної площини знаходяться із співвідношень (6). Для моменту кінця першого 




















































1 = 0; 2 = 0. 
Додаткові напруження, які виникають на другому етапі, знаходяться за 
формулами (15) в першій зоні r1  r  r3 і за формулами (15), (16) в другій зоні r3  r  r2. 
Деформації і зміни кривин серединної площини пластинки визначаються у кожній зоні 
відповідно з залежностей (20). Розв’язуючи їх, знайдемо: 
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при r3  r  r2: 
 






















































 ; (32) 
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Якщо нас цікавлять додаткові напруження, переміщення і деформації, що 
виникають після повного остигання пластини в формулах (32), ми теж повинні 
покласти Т*(r) = –T1
*(r). 
За отриманими формулами проведено обчислення при таких значеннях 
параметрів: 
ммhмrмrмr 001,0;003,0;105,0;091,0;007,0 231   ; 











  3,0 . 
Розподіл температури по радіусу диска – )(* rT в момент початку деформування 
системи основний і наплавлений метал як пружне тіло при різних значеннях β наведено 
на рис. 2. 
Залишкові напруження 2 по товщині ненаплавленої (в точках 1, 2, 3, 4) та 
наплавленої (в точках 5, 6, 7) частин диска при товщині наплавленого шару δ = 1 мм 
наведені на рис. 3, а при δ = 1,5 мм – на рис. 4. Як бачимо з рисунків, кільцеве 
напруження змінює знак при переході з основного металу в наплавлений шар. В зоні 
наплавлення основний метал в кільцевому напрямку перебуває в стані розтягу і стиску, 
а в наплавленому шарі діють кільцеві напруження розтягу. Максимальне кільцеве 
напруження σ2 виникає в наплавленому шарі безпосередньо біля межі з’єднання його з 
основним металом, тобто при переході з наплавлювальної поверхні диска в 
ненаплавлювальну і дорівнює 
н
в 54,02   при товщині наплавленого шару δ = 1 мм та 
н
в517,0  при δ = 1,5 мм, де 
н
в   - границя міцності наплавленого матеріалу, яка для 
матеріалу ПГ-С1 (сормайт) 
н
в   150
 МПа. При цьому виконуються умови міцності за 
критерієм найбільших нормальних напружень та за енергетичним критерієм Губера  як 
для наплавленого, так і для основного металу, а це означає, що виникнення тріщин 
неможливе [12], що підтверджується також структурним аналізом наплавленого 
металу, структура якого на рисунку не показана.  
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Аналізуючи результати, які наведені в табл. 1, 2, приходимо до висновку, що для 
здійснення наплавлення дисків, створюючи при цьому низький рівень залишкових 
напружень, необхідно використовувати температурне поле з низьким рівнем 





Рисунок 3 - Розподіл залишкових напружень 2 по товщині ненаплавленої (у точках 1, 2, 3, 4) та 





Рисунок  4 -  Розподіл залишкових напружень 2 по товщині ненаплавленої (у точках 1, 2, 3, 4) та 
наплавленої (в точках 5, 6, 7) частин диска при  = 0,0015 м, β = 0,35. 
 
Залишкові прогини при цьому також незначні і не перевищують w ≤ 0,001 м при  
δ = 1 мм і δ = 1,5 мм для всіх наведених значень β. 
Значить, конструкція нагрівальної системи (ІТЕЕ), яка здійснює нагрівання з 
низьким рівнем градієнтності по радіусу диска, створює низький рівень залишкових 
напружень, які не перевищують допустимих, і дає можливість уникнути операції 
попереднього підігрівання деталі, яка використовується для зниження рівня 
залишкових напружень [12]. Це знижує також енергозатрати на здійснення операції 
наплавлення. 
На рис. 5 показано залежність максимальних кільцевих напружень σ2 від товщини 
наплавленого шару. Як видно з рисунку, із збільшенням товщини наплавленого шару 
максимальні кільцеві напруження зменшуються. 
Слід зауважити, що використання високоградієнтного нагрівання по радіусу диска 
приводить до створення поля залишкових напружень, частина яких перевищує 
допустимі. Для їх зниження необхідно здійснювати додаткову технологічну операцію 
(наприклад, відпал) [14]. 
В даній роботі побудовано математичну модель на основі припущення, що 
основними причинами виникнення полів залишкових напружень, деформацій та 
переміщень є різні механічні та теплофізичні характеристики основного та 
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наплавлюваного металу, а також несиметрія розташування наплавленого шару відносно 
серединної площини диска, і в процесі наплавлення здійснюється тільки пружне їх 
деформування. Вважається, що в наплавлюваній зоні пластина є двошаровою, а у 
вільній від наплавлення зоні – одношаровою. 
 
 
Рисунок  5 - Залежність максимальних кільцевих напружень в зоні наплавлення від товщини 
наплавленого шару при коефіцієнті градієнтності β = 0,35. 
 
Висновки 
1. На основі експериментальних даних з визначення переміщень в наплавленому і 
ненаплавленому дисках, нагрітих за однаковими режимами, та наступним їх 
остиганням, показано, що основною причиною виникнення залишкових 
переміщень, а значить, і напружень, є відмінність теплофізичних і механічних 
властивостей основного і наплавленого металів та несиметрія розташування 
наплавленого шару відносно серединної площини диска. 
2. Розроблено математичну модель та програмне забезпечення, які дозволяють 
визначати поля залишкових напружень, деформацій та переміщень, що виникають 
в процесі індукційного наплавлення тонких сталевих дисків в залежності від 
геометричних розмірів диска і наплавлюваного металу, а також їх механічних та 
теплофізичних характеристик. 
3. З урахуванням факту, що для багатьох матеріалів в досить широкому діапазоні 
зміни температур добуток модуля пружності і коефіцієнта температурного 
розширення основного і наплавлюваного металу TE   const, отримано спрощені 
розрахункові формули і побудовано відповідні алгоритми визначення залишкових 
напружень та переміщень. 
4. Показано, що після наплавлення дисків із сталі Ст.3 порошковим сплавом на 
залізній основі ПГ-С1 (сормайт) з використанням нагрівальної системи ІТЕЕ, яка 
створює по радіусу диска низький рівень градієнтності температурного поля, та 
енергоощадного режиму нагрівання, розтягуюче кільцеве напруження в 
наплавленому шарі досягає максимальної величини на межі наплавленої і 
ненаплавленої зони безпосередньо біля межі з’єднання його з основним металом, 
наприклад, в досліджуваному випадку для δ = 1 мм воно дорівнює 0,54
н
в  при 
границі міцності наплавленого металу 
н
в  = 150 МПа. При цьому виконуються 
умови міцності за  критерієм найбільших нормальних напружень та за 
енергетичним критерієм Губера, і залишкові напруження не приводять до 
виникнення тріщин і втрати працездатності деталі. 
5. Теоретично доведена неможливість виникнення тріщин у наплавленому таким 
способом диску також підтверджується експериментально і візуально. 
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6. Для здійснення наплавлення диска, створюючи при цьому низькі залишкові 
напруження, слід використовувати низькоградієнтні по радіусу диска температурні 
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